
© Jean-Yves Le Boudec, ICA, EPFL

Network Calculus

0- NeXtworking’03 - ����������	
	����		�	����	�����������
The First COST-IST(EU)-NSF(USA) Workshop on EXCHANGES & TRENDS IN NETWORKING

Patrick Thiran

�����������	 ��
������
��� ����

Patrick.Thiran@epfl.ch
http://lcawww.epfl.ch

��������	 
���� ������� ��� � ��
 � �������� �������
����������������� ��� � ������� ������

� !"#$  "#%  �&���

���

1- NeXtworking’03 - ����������	
	����		�	����	�����������
The First COST-IST(EU)-NSF(USA) Workshop on EXCHANGES & TRENDS IN NETWORKING

Patrick Thiran

������ ���
������ ���
�	���� ���
��������

�  ����������' �� ����������������������� �������
� ���
������� ������( ��' ���( ��'��)��*���

� ������ ���� ������( ��' ��������)��*���

� 
'*��� �( ����"
�+ �������������� ������( ��' ���( ��'��������

� ����������,��������������,��� 
�( �)������ ����������+������+�����
+��������� ��
���������' �-

� ����������, *��������������� ����� �, ��
���'"��( * )��������
��������� ������
 ��
�� *'���� ���� ���� ���-



© Jean-Yves Le Boudec, ICA, EPFL

Network Calculus

2- NeXtworking’03 - ����������	
	����		�	����	�����������
The First COST-IST(EU)-NSF(USA) Workshop on EXCHANGES & TRENDS IN NETWORKING

Patrick Thiran

� �� ������� � ����  ��� �������� ������

rji xx ��

� ��.������������)����
� /����������������+���������.� ����. �����������'�����������

�,,�

� 0�,�������1�

2 & -�/-�3 ��*�����4 0����( �+��������� ���� 5��$ #!� �6 ��������7897-�

2 0 -�� �����������0 -�0�'��4  �������( �+���������� 5�� �( *���)��
: ��������'��������7889 -�

2 � -�� ��������-�	 
������� -�� �������4  ����������'�������
�������
'*����

���� ���� 5��#�,���( �;<<;-

3- NeXtworking’03 - ����������	
	����		�	����	�����������
The First COST-IST(EU)-NSF(USA) Workshop on EXCHANGES & TRENDS IN NETWORKING

Patrick Thiran

�����������	 ��
������ �����
��� ����

������� ��( ���1��� �
� ���� ����,���' ��������� =�
� >�������� % �$ �������� �78?@��4 � +��( �( ������( ������������ ���+����� ������

���� ��������� 
' ��.��� ��( �)�� ��( *�� 5�1���;� A�B -@8��� ��)��� ������,���
�
���)
+��

� �
���+������� ����	 ����� � �78@8��4  ����������' +��+������ �, ��+����� ������
���� ��� 5�1���;� ( ����)��� ��)����
( �����' � ��
 �
� ������, �
� ��( ���

� 3 �+���% �>�( �� �788@��4  �������+�� �� ,�����'( +����� �����������' ���� �������
���� ���� 5�1�,������� ��;� A���)�����	
���� 
��� 	
���� �-�

� $ 
����������$ ��������$ 
��,, �;<<C��4 : ������*�� ������ )����1� �����)���
 ����������' ��� � ��( ����51 ��;� � ��)��+
���� 
��� +
����� �
� ���� ,������ +��*-

�#�,����� ��( ���1��� �
��� �����,����� ���������
��( +�������+������������
���'�1
�  �������( �+����������1��
��� �.��� ��,����� ���;�����*���� � 
��
 ������������

��( +������������-�- *������ ��� �*��� � 
��
 �
��� �� �����D�����,����� ���������
��( +�������3 ��*�����7897���� �����78@B���E ��� % �$ �������� �78@B���� ���
����
�78@9���� ������ % �0�'��788<��788F��

� 7-9F�G����;����G�7?-8 ��3 ��*�����7897��
� ;-78B�G����;����G�7<-B;9���
���+������� ����	 ����� � �78@8��
� ���;����� F -B ����( �������������H ������������	 ��D������E �,, �;<<<��



© Jean-Yves Le Boudec, ICA, EPFL

Network Calculus

4- NeXtworking’03 - ����������	
	����		�	����	�����������
The First COST-IST(EU)-NSF(USA) Workshop on EXCHANGES & TRENDS IN NETWORKING

Patrick Thiran

�r;

���r;�

����
��
�������
�����������	 �
� ���)����)�������������' �++���� ( ��
 *�,��� ,���������������'

*��������, ��+
���������������( ��
����( �+�����������

5- NeXtworking’03 - ����������	
	����		�	����	�����������
The First COST-IST(EU)-NSF(USA) Workshop on EXCHANGES & TRENDS IN NETWORKING

Patrick Thiran

��
���
��
������ ��� ��� �

� !��
������� ����1�( ����+��������( ���������( ��' ���( ��'-�
 ����������' ( ����� A�+��*�*����' �
�� �����*�����' +�����, ����� ��
��������� ����
� ���� �, �
� ���� ������

� $ ����� ���� ����1�( ��' ������ ��
� *���������������������) �����-�
 ����������' ( ����� A�+��*�*����' �
�� ��� ��*�����' ���� ��
��������� ����
� *�������������



© Jean-Yves Le Boudec, ICA, EPFL

Network Calculus

6- NeXtworking’03 - ����������	
	����		�	����	�����������
The First COST-IST(EU)-NSF(USA) Workshop on EXCHANGES & TRENDS IN NETWORKING

Patrick Thiran

��
���
��
������ ��� ��� �

� !��
������� ����1�
� �����������'

� $ ����� ���� ����1�
� �����������' �+��*�*����' �
�� �����*�����' ���� �� ��������� ����
� *������������

���

� ������)� �+��*�*����' �
�� �����*�����' +������� ������� *'��������-

�r;

������������'

(�r;)c

�������)��A�
7"�.+�"���;�

7- NeXtworking’03 - ����������	
	����		�	����	�����������
The First COST-IST(EU)-NSF(USA) Workshop on EXCHANGES & TRENDS IN NETWORKING

Patrick Thiran

 �� ���
��
�
����

� �������.� *���
� +��*�*����' �
�� �� � ����� ���������, . �+��� �����
���������������)���� ����� ��

� #��7"��( 1�����������������' � �����������)�

� #��7A��( 1

� ���.� � �.+�"��."���"��� ��������� �.+���������' ,��� � ��
 .�


 �� � 
 �� � irx

i

r
r

irx

i

r

c
i

rixe
e

i
irxe

xP ��
�

�

�
�

�

�
���

�
��

�
1/

0

/

0 !
))1((

!
)(

)(
�

�
�

��

.

�



© Jean-Yves Le Boudec, ICA, EPFL

Network Calculus

8- NeXtworking’03 - ����������	
	����		�	����	�����������
The First COST-IST(EU)-NSF(USA) Workshop on EXCHANGES & TRENDS IN NETWORKING

Patrick Thiran

 �� ���
��
�
�����

� �������������
���'1���� ��������*���
��+��*�*����'��
��������*�����'�
�����*����)����������,���������������+�����������+��*�*����'�-�	 
���
�
������ ���;�� ���
��
��
� ��������A�< �,��;� G���;��� �I��*"��������J��

� ��������K�< �,��;� K���;��� �I��+��"��������J�

�r;

���.�

(�r;)c

0 1 2 3 4 5 6
x 104

0

1

2

3

4

5

6

x 104

��+��"��������������)
��' K�������*"��������������)
��' G�����

0 1 2 3 4 5 6
x 104

0

1

2

3

4

5

6

x 104

9- NeXtworking’03 - ����������	
	����		�	����	�����������
The First COST-IST(EU)-NSF(USA) Workshop on EXCHANGES & TRENDS IN NETWORKING

Patrick Thiran

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
x 104

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 Radius p

A
ve

ra
ge

 ra
tio

 N
A

(p
) /

 #
 o

f n
ei

gh
bo

rs
 o

f A

����������� ���
�����������

������*� �
� ��( *�� �, ��������� +��
�
*��� ��� ��' +�����, ����� !���� �-�

	 
( 1��( ���/!
���/�

���� ��� ( �.�/!
<��/�

<��

�

��!�"

�

�

)(sup)(lim

)(inf)(lim

}bydintersecteedges{#min)(

00

0

0

)(

pNpNN

pNpNN

CpN

A
p

ApA

ApApA

pCCA
A

��

���

�

�

��

��

�

0/)( AA NpN

+ +

0/)( AA NpN
�������������

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
x 104

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 Radius p

A
ve

ra
ge

 ra
tio

 N
A

(p
) /

 #
 o

f n
ei

gh
bo

rs
 o

f A �����������



© Jean-Yves Le Boudec, ICA, EPFL

Network Calculus

10- NeXtworking’03 - ����������	
	����		�	����	�����������
The First COST-IST(EU)-NSF(USA) Workshop on EXCHANGES & TRENDS IN NETWORKING

Patrick Thiran

��	��� ��� ������� � ����  ��� ��������
������#
�����������	
�����

� ��������������������������,�������)������
�+������������
�788C�������
��������� �������������
���� �;<<C��

� �����*����������)���,���������������������

� : ��"�����������������

11- NeXtworking’03 - ����������	
	����		�	����	�����������
The First COST-IST(EU)-NSF(USA) Workshop on EXCHANGES & TRENDS IN NETWORKING

Patrick Thiran

��	��� ��� ������� � ����#
��� ��	�����
!$ � %&' "
� ����

� $ �)�������/�����0������� /��� ���������) ,��( /��� ����

L ��A�&( �����) +�� ��
L �����A�!���������� ,������� �� �������������-)-�������A���� �
L /< A�����)�������
��( ��������
� � A���)��� �, ���
�)������' �, �
� ������� A�7�,����������� *��� �'���( ��<�� � G�7�,���

�� � � !��'���( �

� /�����������������������'������������,,

� 0�,������1
� -�� �������� -������������-�	 
������4 #( +�����, #����,������� ���
 ����������' ������
������� ���� 5��#�,���( ;<<C-


 �

 ��

�

� ��
�

�

jik
ki

ji xxPLN

xxPL
SNR ki

,
0 �

���� },min{ ijji SNRSNR



© Jean-Yves Le Boudec, ICA, EPFL

Network Calculus

12- NeXtworking’03 - ����������	
	����		�	����	�����������
The First COST-IST(EU)-NSF(USA) Workshop on EXCHANGES & TRENDS IN NETWORKING

Patrick Thiran

%����(������� ��� ������	
�����������	)

����

�

��A�<

��K�<

� A�< � K�<

13- NeXtworking’03 - ����������	
	����		�	����	�����������
The First COST-IST(EU)-NSF(USA) Workshop on EXCHANGES & TRENDS IN NETWORKING

Patrick Thiran

)
���
��� �� �	�*


� � �,,������� � ��
 �
� *������ ( ����1
� 	 
� �.���������, �����)� ��+���� �������' ��
�� ����M� +�������

� 	 
� ���� ��)��� �� *������ ��� � �� ��������,����
� ������� ( �������
*'�7�N�7O����!���������' ����������,���+������������� �
�� ����7O��

0 1 2 3 4 5 6

x 10
4

0

1

2

3

4

5

6

x 10
4

� A�< � K�<



© Jean-Yves Le Boudec, ICA, EPFL

Network Calculus

14- NeXtworking’03 - ����������	
	����		�	����	�����������
The First COST-IST(EU)-NSF(USA) Workshop on EXCHANGES & TRENDS IN NETWORKING

Patrick Thiran

��	��� �����������	#
+ ��,
���������,

������� �

� $ �( +���	 � � !������������( ��
������������'����+��,��( ����
 � � ! �
�( �� �� �����������������	 
���� ;<<C�

� 0�����) �� ( �����
�����)��) ���������+������������
���
��� �)��+
 ��
���������� ����*'����
���>�
���P �����
�,����E �����)�� ;<<C�

� ���*�*������� *�������� �$ ������� ���� ��� $ �
�+�� ;<<C�

15- NeXtworking’03 - ����������	
	����		�	����	�����������
The First COST-IST(EU)-NSF(USA) Workshop on EXCHANGES & TRENDS IN NETWORKING

Patrick Thiran

����������

� �������������
���' �� ���' ���,��,��������� ��� ���
���
���� ����1������������' ��� *�'���-

� ������� ( ����� ��
 �������� )�����
� #( +���������, ��( ����������' �, �
� ������������ *'��
� ���� ���

� #��;���( 1������������' � ������)�

� �
����������������� ��' ����.+���� �����������' ���;���( �� ��� ������'

� ��'��� ������� ( ����� ��
 �������� )������1
� &���)���� )����������������������������
��+,��,��������������'

� �
'�����( �����$ 	 #03 �1������������������� ���+��� �����,������� �

� ����, ,�����.��� ��
 ����( +������++���-����*�*�' ��� ����������'
���������-

� ��'��� �����������' 1�� ! ��������)��*����������Q


